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Qu'est-ce qu'un PDMP ?

Un processus qui suit des trajectoires déterministes entre des sauts aléatoires.

Exemples : Processus de Poisson, TCP process, zigzag process...
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Figure: exemple de trajectoires du TCP et du Zigzag
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Qu'est-ce qu'un PDMP ?

Un processus qui suit des trajectoires déterministes entre des sauts aléatoires.
Exemples : Processus de Poisson, TCP process, zigzag process...
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Figure: exemple de trajectoires du TCP et du Zigzag

Ce sont des processus de type Lévy...
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PDMP : modeéle a changements Markoviens

Processus (Z;)r>0 = (X, It)e>0 sur R? x E, avec E fini
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PDMP : modeéle a changements Markoviens

Processus (Z;)r>0 = (X, It)e>0 sur R? x E, avec E fini
3 ingrédients :

eVieE, Fl:RY 5 RY régulier

o Vi€ E, \(,i) : R? — R, taux de sauts continu
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PDMP : modeéle a changements Markoviens

Processus (Z;)r>0 = (X, It)e>0 sur R? x E, avec E fini
3 ingrédients :

eVieE, Fl:RY 5 RY régulier
o Vi€ E, \(,i) : R? — R, taux de sauts continu
o Vij€E, Q(,ij): RY—]0,1] continue,
Vx € RY, (Q(x, 1,J)) (i jyeg2 Matrice stochastique irréductible
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Construction

dt =7 (Xf)
Xo = X

admet une unique solution : (®i(x))¢>0

Edouard Strickler Linéarisation de PDMP Aussois - Journées Probabilités 4/30



Construction

Le flot

{%Xt = Fi(Xt)

Xo = X

admet une unique solution : (®i(x))¢>0

Le premier temps de saut

Poi(Ti > t) = exp <— /0 @), 1) ds)
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Le processus

° (Xo,/o) = (X,i) €ERYx E
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Le processus

° (Xo,/o) = (X,i) €ERYx E
(] Vt< T]_, Xt:d)lt(x) et /t:I
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Le processus

° (Xo,/o):(X,i)GRdXE
(] Vt< T]_,Xt:d)lt(x) et /t:I
@ en Ty : I1, = j avec probabilité Q(XT;, i,j)et Xr, = X7
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Le processus

° (Xo,/o):(X,i)GRdXE
(] Vt< T]_,Xt:d)lt(x) et /t:I
@ en Ty : I1, = j avec probabilité Q(XT;, i,j)et Xr, = X7

o T, défini similairement & T
o VE< To, Xe = Oy (Xry) et fp = I,

t
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Le processus

o (Xo,l) = (x,i)eRY x E

oVt< Ty, Xy =®i(x)et |, =i

@ en Ty : I1, = j avec probabilité Q(XT;, i,j)et Xr, = X7

o T, défini similairement & T

oVt < Ty, Xp = O, (X7,) et Iy = I,
En résumé, X; = F(X;) avec P(lrss = j|(Xu, l)u<t) = Mi(Xe) Q(Xs, i, )s + o(s)
pour i # j sur {l; = i}.
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Le processus

° (Xo,/o) = (X, I) €ERYx E

o Vt < T]_, Xt = d)lt(X) et /t =1

@ en Ty : I1, = j avec probabilité Q(XT;, i,j)et Xr, = X7

o T, défini similairement & T

oVt < Ty, Xp = O, (X7,) et Iy = I,
En résumé, X; = F(X;) avec P(lrss = j|(Xu, l)u<t) = Mi(Xe) Q(Xs, i, )s + o(s)
pour i # j sur {l; = i}.
Remarque : si A\j(x) = Aj et Q(x,1i,j) = Qjj, (It)t>0 est une chaine de Markov
avec matrice d'intensité (\;Qj); ;. Par contre X n'est pas markovien.
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Semi-groupe et Générateur

Semi-groupe

Le processus (Z;)¢>0 est un processus de Markov.
Le semi-groupe (P;)>0 associé est Feller

Pt (x, i) = E[f(Z:)|Z0 = (x, )]

Générateur infinitésimal

Pour toute fonction f : RY x E — R réguliére

Lf(x, i) = (F(x), VF(x,i)) + A(x, i) Z Q(x, 1, /) (f(x,j) — f(x,1))

JEE

Lf = lim

Pif —f

t—0 t
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Hypothese

Vi € E, F'(0) = 0 et il existe un compact M tel que Xo € M = Z, € M x E
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Hypothese
Vi € E, F'(0) = 0 et il existe un compact M tel que Xo € M = Z, € M x E

Question : En switchant aléatoirement entre ces champs de vecteurs, quel est le
comportement au voisinage de 0, et comment peut-on le prédire ?
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Quelques exemples épidémiologiques

F1 et F? deux champs de vecteurs Susceptible - Infecté - Susceptible (SIS) sur

R2 .
,. _ [ (T=x)(aix + biy) — aix
F (x,y) = { (1 —y)(cix+ Diy) — Biy

avec aj, b;, ¢;, dj, aj, B > 0. _
On remarque que pour i € {1,2}, F'(0) = 0.
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Comportement déterministe

0.9 - 0.9

0.8 - 0.8 -

0.7 07

0.6 - 06

0.5 0.5

0.4 0.4 -

0.3 0.3 -

0.2 0.2

0.1 0.1+

o T T T T T T T T T 1 o T T T T T T T T T 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1 0 0.1 02 03 04 05 0.6 07 08 09 1

Figure: exemple de trajectoires de F* et F2 pour lesquels 0 est globalement stable

Dans chaque environnement, la maladie va disparaitre.
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Avec peu de sauts

T T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
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Avec beaucoup de sauts

La variation entre les environnements peut conduire a la persistence de la maladie
dans la population.
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Exemple opposé

034 034
0.25 4 0.25
0.2 024
0.15 4 0.15 4
0.1 0.1+
0.05 4 0.05 4

o T T T T T 1 o T T T T T 1

0 0.05 0.1 0.15 02 025 03 0 0.05 01 015 02 0.25 03

Figure:
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Avec beaucoup de sauts
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Stratégie déterministe autour d'un équilibre d'une EDO

x = F(x) avec F(0) = 0.
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Stratégie déterministe autour d'un équilibre d'une EDO

x = F(x) avec F(0) = 0.
Systéme linéarisé en 0 : y = Ay, avec A = DF(0). Alors

@ si VA € Sp(A), Re(A) < 0 alors x; — 0 localement exponentiellement vite ;
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Stratégie déterministe autour d'un équilibre d'une EDO

x = F(x) avec F(0) = 0.

Systéme linéarisé en 0 : y = Ay, avec A = DF(0). Alors
@ si VA € Sp(A), Re(A) < 0 alors x; — 0 localement exponentiellement vite ;
@ si 3\ € Sp(A), Re(\) > 0 alors x; "s'éloigne de 0 dans la majorité des cas"
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Systéme linéaire aléatoire pas si simple...

Cas particulier ot F/(x) = A;x pour une certaine matrice A;.

Benaim, Le Borgne, Malrieu, Zitt 2012

Exemples avec Ag, A; matrices 2 x 2 stable, et Ay + A; instable. Then
o Taux de sauts inférieurs a une valeur critique = || X:|| — 0.
@ Taux supérieurs = || X;|| — oo.
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Systéme linéaire aléatoire pas si simple...

Cas particulier ot F/(x) = A;x pour une certaine matrice A;.

Benaim, Le Borgne, Malrieu, Zitt 2012

Exemples avec Ag, A; matrices 2 x 2 stable, et Ay + A; instable. Then
o Taux de sauts inférieurs a une valeur critique = || X:|| — 0.
@ Taux supérieurs = || X;|| — oo.

Lawley, Mattingly and Reed 2012

Exemples avec Ag, A1 matrices 2 x 2 stable, et Vs € (0,1), (1 — s)Ag + sA;
stable. Alors

@ Taux de sauts "petits" ou "grands" = || X;|| — 0.

@ Taux de sauts dans un intervalle borné critique = || X;|| — oo.
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@ En général, on ne peut rien conclure du comportement déterministe de
chaque champs de vecteur, ni méme de leurs combinaisons convexes.
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@ En général, on ne peut rien conclure du comportement déterministe de
chaque champs de vecteur, ni méme de leurs combinaisons convexes.

@ Que peut-on dire dans le cas non-linéaire, et comment peut-on déduire le
comportement du processus d'un systéme linéaire ?
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Retour a notre PDMP non-linéaire : X; = F"(X,).

PDMP linéarisé

Y, = A}, Y:, avec A; = DF'(0) et J chaine de Markov avec taux de transition
Ai(0)Q;(0).
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Retour a notre PDMP non-linéaire : X; = F"(X,).

PDMP linéarisé

Y, = A}, Y:, avec A; = DF'(0) et J chaine de Markov avec taux de transition
Ai(0)Q;(0).

Comment peut-on contrdler Y7
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Retour a notre PDMP non-linéaire : X; = F"(X,).

PDMP linéarisé

Y, = A}, Y:, avec A; = DF'(0) et J chaine de Markov avec taux de transition
Ai(0)Q;(0).

Comment peut-on contrdler Y7

En étudiant lim L log || Yy |...
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Projection sur la sphére

pr = ||Ye]| et ©¢ =

”YtH

Alors (p, ©, J) et (©,J) sont encore des PDMP.
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Projection sur la sphére

pe = Yell et ©¢ = H\\:_i\l
Alors (p, ©, J) et (©,J) sont encore des PDMP.
Si w est une probabilité ergodique pour (0, J)

1
— lim 2 log || | :/ (A, 0)du(6, 1) = A(u)
t SXE

pour p presque-tout (6, j).
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Projection sur la sphére

pe = Yell et ©¢ = H\\:_i\l
Alors (p, ©, J) et (©,J) sont encore des PDMP.
Si w est une probabilité ergodique pour (0, J)

1
— lim 2 log || | :/ (A, 0)du(6, 1) = A(u)
t SXE

pour p presque-tout (6, j).

Taux de croissance moyens - exposants de Lyapunov

AT = maxA(p) and A~ = min A(p)
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Projection sur la sphére

pe = Yell et ©¢ = H\\:_i\l
Alors (p, ©, J) et (©,J) sont encore des PDMP.
Si w est une probabilité ergodique pour (0, J)

1
— lim 2 log || | :/ (A, 0)du(6, 1) = A(u)
t SXE

pour p presque-tout (6, j).

Taux de croissance moyens - exposants de Lyapunov
AT = maxA(p) and A~ = min A(p)

Résultats principaux : Le comportement local de X autour de 0 est donné par le
signe des exposants de Lyapunov
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Extinction

Théoréme

On suppose AT < 0. Alors Vo € (AT,0), il existe 7 > 0 et un voisinage U de 0 tel
que

1
Xo € U = Py i(limsup = log(|| X:|]) < a) > .
t—oo L
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Extinction

Théoréme

On suppose AT < 0. Alors Vo € (AT,0), il existe 7 > 0 et un voisinage U de 0 tel
que

1
Xo € U = Py i(limsup = log(|| X:|]) < a) > .
t—oo L

Si de plus 0 est accessible alors pour tous x € M et i € E

1
Py.i(limsup —log([| X:[|) < AT) = 1.
t—oo t
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Persistence

On suppose A~ > 0. Alors
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Persistence

Théoréme

On suppose A~ > 0. Alors

@ Il existe une probabilité invariante p pour Z telle que ({0} x E) = 0. De
plus pour un certain 6 > 0,

> [ I “wi(e) < .

icE
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Persistence

Théoréme

On suppose A~ > 0. Alors

@ Il existe une probabilité invariante p pour Z telle que ({0} x E) = 0. De
plus pour un certain 6 > 0,

> [ I “wi(e) < .

icE

©Q Ve >0; dr >0 tel que

. 1 [*
||msup;/ Lyx.<rds < e p.s.
0
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Persistence

Théoréme

On suppose A~ > 0. Alors

@ Il existe une probabilité invariante p pour Z telle que ({0} x E) = 0. De
plus pour un certain 6 > 0,

> [ I “wi(e) < .

icE
©Q Ve >0; dr >0 tel que

. 1 [*
||msup;/ Lyx.<rds < e p.s.
0

@ Soit 7¢ = inf{t > 0: || X;|| > €}. Alors il existe e >0, a>0et c >0 t.q.

Exi(e”) < c(1+ [Ix]| ).
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Persistence

Théoréme

On suppose A~ > 0 et qu'il existe un point p € M\ {0} accessible auquel la
condition de crochet faible (condition type Hormander) est vérifiée. Alors
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Persistence

Théoréme
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@ La probabilité invariante p de Z telle que u({0} x E) = 0 est unique
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Persistence

Théoréme

On suppose A~ > 0 et qu'il existe un point p € M\ {0} accessible auquel la
condition de crochet faible (condition type Hormander) est vérifiée. Alors

@ La probabilité invariante p de Z telle que u({0} x E) = 0 est unique
© 11 est absolument continue par rapport a Leb ® (37 97)
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Persistence

Théoréme

On suppose A~ > 0 et qu'il existe un point p € M\ {0} accessible auquel la
condition de crochet faible (condition type Hormander) est vérifiée. Alors

@ La probabilité invariante p de Z telle que u({0} x E) = 0 est unique
© 11 est absolument continue par rapport a Leb ® (37 97)
© Résultat ergodique : pour toute f : M x E — R mesurable bornée,

1t
t|_|>n;o?/0 f(Zs)ds—/fd,u. a.s.
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Persistence

Théoréme

On suppose A~ > 0 et qu'il existe un point p € M\ {0} accessible auquel la
condition de crochet forte (condition type Hérmander) est vérifiée. Alors il
existe k, 60 > 0 tels que

IPxi(Ze € ) = pllrv < C(L+ [Ix[|0)e™"".
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

@ Une maladie se répand dans la population
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

@ Une maladie se répand dans la population

@ d groupes dans la population
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

@ Une maladie se répand dans la population
@ d groupes dans la population
@ x, € [0,1] la proportion d'infectés dans le groupe k
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

@ Une maladie se répand dans la population
@ d groupes dans la population
@ x, € [0,1] la proportion d'infectés dans le groupe k

@ évolution x = F(x) avec x = (x1,...,Xq)
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

Une maladie se répand dans la population
d groupes dans la population
xx € [0, 1] la proportion d'infectés dans le groupe k

évolution x = F(x) avec x = (x1,...,Xq)

F(0) = 0 (pas de création spontanée de la maladie)
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

Une maladie se répand dans la population

d groupes dans la population

xx € [0, 1] la proportion d'infectés dans le groupe k
évolution x = F(x) avec x = (x1,...,Xq)

F(0) = 0 (pas de création spontanée de la maladie)
Le flot ®, est monotone : x < y = ®4(x) < Pi(y)
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes
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xx € [0, 1] la proportion d'infectés dans le groupe k
évolution x = F(x) avec x = (x1,...,Xq)

F(0) = 0 (pas de création spontanée de la maladie)

Le flot ®; est monotone : x < y = ®;(x) < d,(y)

Le flot @, est sous-homogene : A > 1 = &, (Ax) < Ad;(x)
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

Une maladie se répand dans la population

d groupes dans la population

xx € [0, 1] la proportion d'infectés dans le groupe k
évolution x = F(x) avec x = (x1,...,Xq)

F(0) = 0 (pas de création spontanée de la maladie)

Le flot ®; est monotone : x < y = ®;(x) < d,(y)

Le flot @, est sous-homogene : A > 1 = &, (Ax) < Ad;(x)

Irreducibilité : la maladie peut se répandre du groupe k au groupe /
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Retour aux exemples - Modéles épidémiologiques

déterministes

Une maladie se répand dans la population

d groupes dans la population

xx € [0, 1] la proportion d'infectés dans le groupe k
évolution x = F(x) avec x = (x1,...,Xq)

F(0) = 0 (pas de création spontanée de la maladie)

Le flot ®; est monotone : x < y = ®;(x) < d,(y)

Le flot @, est sous-homogene : A > 1 = &, (Ax) < Ad;(x)

Irreducibilité : la maladie peut se répandre du groupe k au groupe /

F : champ de vecteurs épidémiques
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Dichotomie déterministe

Théoréme (Lajmanovic-Yorke ; Hirsh, 1994)
F un champ de vecteur épidémique, A = DF(0),
A(A) = max{Re(A) : A € Sp(A)}.

Q@ MNA)<0=Vxp,xt =0

Q@ AMA) > 0= 3Ix* £0,Vx0 # 0, x; — x*.
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Dichotomie aléatoire

La facon dont la maladie se répand dépend de I'environnement qui varie de
maniére aléatoire.

Théoréme

F' des champs de vecteurs épidémiques, (/;):>0 chaine de Markov sur
E={1,...N}.
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Dichotomie aléatoire

La facon dont la maladie se répand dépend de I'environnement qui varie de
maniére aléatoire.

Théoréme

F' des champs de vecteurs épidémiques, (/;):>0 chaine de Markov sur
E={1,...N}.
QO ANt =A"=A;
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Dichotomie aléatoire

La facon dont la maladie se répand dépend de I'environnement qui varie de
maniére aléatoire.

Théoréme

F' des champs de vecteurs épidémiques, (/;):>0 chaine de Markov sur
E={1,...N}.

QO ANt =A"=A;

© Si A < 0 alors pour tout x € [0,1]7,

1
P i(limsup = log (|| X¢]|) < A) = 1.
t—o00 t
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Dichotomie aléatoire

La facon dont la maladie se répand dépend de I'environnement qui varie de
maniére aléatoire.

Théoréme

F' des champs de vecteurs épidémiques, (/;):>0 chaine de Markov sur
E={1,...N}.

QO ANt =A"=A;

© Si A < 0 alors pour tout x € [0,1]7,

1
P i(limsup = log (|| X¢]|) < A) = 1.
t—o00 t

© Si A >0, Z admet une unique probabilité invariante I1 telle que
M({0} x E) = 0. De plus, il existe une distance d sur (0,1]¢ x E et 3r > 0
tels que Vx #£ 0,
Wy(P(Z; € -), M) < e "Wy(5x, M)

W, est la distance de Wasserstein associée a d.
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Dans le cas aléatoire : seulement une presque dichotomie.

Conjecture

Pour F' des champs de vecteurs épidémiques, (/;):>0 chaine de Markov sur
E={1,...N}, si AT =0, alors X; converge vers 0.
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Exemple en dimension 3

FO et F! deux champs de vecteur SIS en dimension 3 tels que, pour tout
t €]0,1], 0 is globalement asymptotiquement stable pour F, = tF! + (1 — t)F°.
(1t)t>0 chaine de Markov sur E = {0, 1} avec matrice d'intensité

- (3 )
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Figure: Simulation de Y; pour 8 = 10 et simulation de A(8)
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Figure: Simulation de X; et de || X;|| pour 8 =10
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