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Processus de Lévy

Un processus X a valeurs dans RY est de Lévy si X est cadlag, P(Xo = 0) =1,

Vs<t, Xe—Xs L o(Xy; u<s)et Xe—Xs~ Xes.
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Processus de Lévy

Un processus X a valeurs dans RY est de Lévy si X est cadlag, P(Xo = 0) =1,

Vs<t, Xe—Xs L o(Xy; u<s)et Xe—Xs~ Xes.

Il existe (triplet de Lévy)

\ @ une matrice de diffusion a € R¥*9,

. ‘\ \'v\ \'\ b . symétrique positive,

w Wi ‘\W" Vo \ o une mesure de saut v sur RY\ {0}
| | telle que

ul | \ @ une dérive b € R?,
/\w\

" [P A vutay) < o
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Processus de Lévy

Un processus X a valeurs dans RY est de Lévy si X est cadlag, P(Xo = 0) =1,

Vs<t, Xe—Xs L o(Xy; u<s)et Xe—Xs~ Xes.

Il existe (triplet de Lévy)
| \ @ une dérive b € R?,

/\w\ ¥ @ une matrice de diffusion a € R¥*9,
symétrique positive,

‘w by
u ‘Wm ‘\W" w Ii v\\ \ “\\ o une mesure de saut v sur RY\ {0}
| | telle que

" [P A vutay) < o

€X] o=t ayec

| tels que Efe

. 1 ] ity i§ -y y
Y(§) = —ib- £+ 25 a§+/(1 € +1+|y|2) (dy)
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Processus de type Lévy : formellement

Un processus de Markov (homogene en temps) est de type Lévy si au voisinage
de tout point x € RY il se comporte comme un processus de Lévy

o
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Processus de type Lévy : formellement

Un processus de Markov (homogene en temps) est de type Lévy si au voisinage
de tout point x € RY il se comporte comme un processus de Lévy

N de triplet de Lévy :
] o une dérive b(x) € RY,

@ une matrice de diffusion
a(x) € R¥*?, symétrique positive,

o

@ une mesure de saut v(x) sur
] R\ {0} telle que

I (/|y\2m)u(x,dy)<oo
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Processus de type Lévy : formellement

Un processus de Markov (homogene en temps) est de type Lévy si au voisinage
de tout point x € RY il se comporte comme un processus de Lévy

N de triplet de Lévy :
] o une dérive b(x) € RY,
@ une matrice de diffusion
a(x) € R¥*?, symétrique positive,
@ une mesure de saut v(x) sur
] R\ {0} telle que

I (/|y\2m)u(x,dy)<oo

On appelle symbole :

ax,€) = —ibl) € + 6 a0+ [ (1- e+ ToE) )

. 1-— ]E[eig'xt | XO = X]
= lim
tl0 t
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Processus de type Lévy : formellement

Pour un processus de Lévy de paramétres (b, a,v), t.q. [v < oo

E[f(Xh) — f(O)]
= E[(f(xh) - f(o))]l{x saute avant h}]

+ E [(Vf(o) Xh + 5 2 Z 8 f(o XhXJ)]l{X ne saute pas avant h}]

i
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Processus de type Lévy : formellement

Pour un processus de Lévy de paramétres (b, a,v), t.q. [V < oo

E [f(Xh) — f(O)]
=~ E[( (Xh) - f(o))ﬂ{X saute avant h}]
+ E [(Vf(o) Xh + 5 Z a f(O XhXJ):H-{X ne saute pas avant h}]

= [0 = Oy + V70 h (b [ 2 vian)) + 5 o0,
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Processus de type Lévy : formellement

Pour un processus de Lévy de paramétres (b, a,v), t.q. [V < oo
E[f(Xn) — £(0)]
= ]E[(f(Xh) - f(o))l{X saute avant h}]

1 i
+ E [(Vf(o) : Xh + E Z 85f(O)XhX/J7)]l{X ne saute pas avant h}]

ij

~ /(f(y) — £(0))hv(dy) + VF(0) - h (b - / %sz(dy)) + % Z 95 (0)hay

—h <w(0) b+ 3 3 GE(0)a + / (F) - (0 - Vlﬁol)y"{)y(dy))
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Processus de type Lévy : formellement

Pour un processus de Lévy de paramétres (b, a,v), t.q. [V < oo
E[f(Xh) — f(O)]

V) -y

~h w(O)-b+%Za§f(0)afj+/(f(y)*f(o)* 1+ yP

ij

Jv(dy)
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Processus de type Lévy : formellement

Pour un processus de Lévy de paramétres (b, a,v), t.q. [V < oo

E[f(Xh) — f(O)]

~ 15" 02005 _f0) - YOy

~ h (w(o) b+ ,Zja”f(o)a” +/<f(y) 0~ T, Jv(ay)

Pour un processus de type Lévy de parameétres (b(-), a(-), v(+))
E[f(xt+h) — f(Xt) | Ft} ~ th(Xt)

avec

LF(x) = VF(x)-b(x)+ Za F(x)a3(x) /(f(x+y)—f(x)—%)u(x,dy)
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Processus de type Lévy : formellement

Pour un processus de Lévy de paramétres (b, a,v), t.q. [V < oo

E[f(Xh) — f(O)]
~h (w(o) b+ % Zaﬁ»f(o)a,-j + / (f(y) — £(0) — W)y(dy))

Pour un processus de type Lévy de parameétres (b(-), a(-), v(+))
E[f(xt+h) — f(Xt) | Ft} ~ th(Xt)
avec

Lf(x) :== VF(x)-b(x)+ Za f(x)ajj(x) / (f(x+y)_f(x)_Vf(X) 'y)u(x, dy)

1+1y

= —Fourier * (§ — q(x,f)?(f)) (x) = —q(x, V)f(x)
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Processus de type Lévy : formellement

Pour un processus de Lévy de paramétres (b, a,v), t.q. [V < oo

E[f(Xh) — f(O)]
~h (w(o) b+ % Zaﬁ»f(o)a,-j + / (f(y) — £(0) — W)y(dy))

Pour un processus de type Lévy de parameétres (b(-), a(-), v(+))
E[f(xt+h) — f(Xt) | Ft} ~ th(Xt)
avec

Lf(x) :== VF(x)-b(x)+ Za f(x)ajj(x) / (f(x+y)_f(x)_Vf(X) 'y)u(x, dy)

1+1y

= —Fourier * (§ — q(x,f)?(f)) (x) = —q(x, V)f(x)

Ainsi f(X;) — fo Lf(X;)ds "devrait” étre une martingale.
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© Le cadre : probleme de martingale
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Définition des espaces

Espace d’états

On se place sur un espace d'état S localement compact a base dénombrable.
Soit A ¢ S, on munit S® := SU{A} d'une topologie telle que

lim x, =A ss.i. VK CS compact, dng, Yn > ny, x, &€ K.

n—o0
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On se place sur un espace d'état S localement compact a base dénombrable.
Soit A ¢ S, on munit S® := SU{A} d'une topologie telle que
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n—o0

Espaces de fonctions

On note
C(S) := {fonctions continues de S dans R}
Co($) = {F € C(5) ‘ lim £(x) =0}.
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Définition des espaces

Espace d’états

On se place sur un espace d'état S localement compact a base dénombrable.
Soit A ¢ S, on munit S® := SU{A} d'une topologie telle que

lim x, =A ss.i. VK CS compact, dng, Yn > ny, x, &€ K.

n—o0

Espaces de fonctions

On note

C(S) := {fonctions continues de S dans R}
Co($) = {F € C(5) ‘ lim £(x) =0}.

v

Espace de trajectoires

On travaille sur |'espace canonique

Dexp(S) := {w 'Ry — S§° ‘ w est cadlag et constant apres avoir atteint A}
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Le probleme de martingale : définition

Soit un opérateur linéaire
L:D(L) — C(S)
de domaine D(L) un s.e.v. dense de Cq(S).

Définition (Probleme de martingale)

L'ensemble M(L) des solutions du probleme de martingale est I'ensemble des
probabilités P € P(Dexp(S)) t.q. pour tous ouvert relativement compact U de S
et f € D(L)

u

tAT
f(Xipru) — / Lf(Xs)ds est une P-martingale.
0

Ici
U i=inf{t>0] X;— ¢ Uou X, ¢ U}.
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Le probleme de martingale : définition

Définition (Probléme de martingale)

L'ensemble M(L) des solutions du probleme de martingale est I'ensemble des
probabilités P € P(Dexp(S)) t.q. pour tous ouvert relativement compact U de S
et f € D(L)

U

tAT
f(Xipru) — /0 Lf(Xs)ds est une P-martingale.

Ici
U i=inf{t>0]| X;— ¢ Uou X, ¢ U}.

Proposition

On a équivalence entre
o (Existence) Pour tout x € S, il existe P € M(L) t.q. P(Xo = x) = 1.

@ (Principe du maximum positif) pour tous f € D(L) et x € S t.q.
f(x) =supf >0, ona Lf(x) <O0.
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Processus localement Feller

Soit (Py)x € P(Dexp(S))°. On a équivalence entre

o (Probléme de martingale bien posé) Il existe L tel que

VP € P(Dexp(S)), P € M(L) et P(Xo =x) < P =P,.
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Soit (Py)x € P(Dexp(S))°. On a équivalence entre

o (Probléme de martingale bien posé) Il existe L tel que

VP € P(Dexp(S)), P € M(L) et P(Xo =x) < P =P,.

o (continuité) (Py)x est de Markov et la fonction x — Py est continue pour
la topologie de Skorokhod Localisée en espace.
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o (continuité) (Py)x est de Markov et la fonction x — Py est continue pour
la topologie de Skorokhod Localisée en espace.

o (Propriété de Feller localisée en espace) Pour tout ouvert relativement
compact U de S

wes, L (X)) =s5 (x7),

ot (Py)x est Feller.

Une famille (IPx)x markovienne est Feller si

vVt € Ry, VF € Co(S), la fonction x — Ef(X;) est dans Co(S).

Tristan Haugomat Processus localement Feller et de type Lévy Le cadre : probleme de martingale 8/21



Processus localement Feller

Soit (Py)x € P(Dexp(S))°. On a équivalence entre

o (Probléme de martingale bien posé) Il existe L tel que

VP € P(Dexp(S)), P € M(L) et P(Xo =x) < P =P,.

o (continuité) (Py)x est de Markov et la fonction x — Py est continue pour
la topologie de Skorokhod Localisée en espace.

o (Propriété de Feller localisée en espace) Pour tout ouvert relativement
compact U de S

wes, L (X)) =s5 (x7),

ot (Py)x est Feller.

Une famille (IPx)x markovienne est Feller si

vVt € Ry, VF € Co(S), la fonction x — Ef(X;) est dans Co(S).

Dans ce cas (Px)x est (Fit)e-fortement markovienne et (F:i)s-quasi-continue. )
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Processus localement Feller de type Lévy

On considere I'opérateur de type Lévy : Vf € D(L) := C°(RY)

Lf(x) := Vf(x)-b(x)+ Z@ f(x)aj(x) /(f(x—o—y)—f(x)—%)y(x,dy)
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On considere I'opérateur de type Lévy : Vf € D(L) := C°(RY)

Lf(x) := Vf(x)-b(x)+ Z@ f(x)aj(x) /(f(x—o—y)—f(x)—%)y(x,dy)

Il'y a existence pour le probleme de martingale car L satisfait le p.m.p.
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Processus localement Feller de type Lévy

On considere I'opérateur de type Lévy : Vf € D(L) := C°(RY)

Lf(x) := Vf(x)-b(x)+ Z@ f(x)aj(x) /(f(x—o—y)—f(x)—%)y(x,dy)

Il'y a existence pour le probleme de martingale car L satisfait le p.m.p.

Proposition

On a Lf € C(RY) pour toute
f € C(RY) s.s.i. les fonctions

x — b(x),
x = [ f(y)v(x,dy),
X > ajj x)—l—f 1+\Y| 2y(x dy)

sont continues pour tous /,j et

f € Co(R?\ {0}).
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Processus localement Feller de type Lévy

On considere I'opérateur de type Lévy : Vf € D(L) := C°(RY)

Lf(x) := Vf(x)-b(x)+ Z@ f(x)aj(x) /(f(x—o—y)—f(x)—%)y(x,dy)

Il'y a existence pour le probleme de martingale car L satisfait le p.m.p.

Pour I'unicité, il y a des résultats :
On a Lf € C(R?) pour toute @ dans le cas des diffusions (Stroock
f € C2(R?) s.s.i. les fonctions et Varadhan),

x — b(x), @ équivalence avec EDS et équation
fy d'évolution (Kurtz),

x = [ fy)r(x, dy), o EDS a coefficients Lipschitziens,
x = ajj(x) + f 1+‘y| 2V(X dy) @ matrices a(x) uniformément

. . définies positives (Stroock),
sont continues pour tous /7, et

f e Co(RY\ {0}). o etc (voir Lévy Matters Ill :
1 Béttcher, Schilling et Wang).
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© Convergence : temps continu vers temps continu
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Convergence des processus localement Feller

On prend des opérateurs densément définis L, : Co(S) D D(L,) — C(S) et
L: Co(S) D D(L) — C(S). On suppose que les problemes de martingale sont

bien posés (et L, générateurs) et on note P et Py les solutions partant de x.
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Convergence des processus localement Feller

On prend des opérateurs densément définis L, : Co(S) D D(L,) — C(S) et
L: Co(S) D D(L) — C(S). On suppose que les problemes de martingale sont
bien posés (et L, générateurs) et on note P et Py les solutions partant de x.

Théoréme 2

Lorsque x, X P} converge étroitement vers P pour la topologie de

Skorokhod IocaI S.S.0.

Vf € D(L), 3 une suite f, € D(L,), £, =5 f et Lf, "3 Lf.

n—oo n—}oo

Tristan Haugomat Processus localement Feller et de type Lévy Convergence : temps continu vers temps continu 11/21



Convergence des processus de type Lévy

Soit L, et L les opérateurs de type-Lévy associés a (bn(-), an(-), vn(*)) et

(b(-), a(-), v(-))-

Proposition
Supposons que Lf € C(R?) pour toute
f € C2(RY). Alors

Vf € CP(RY), Lof "4 Lf

n—oo

s.S.i.

v
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Convergence des processus de type Lévy

Soit L, et L les opérateurs de type-Lévy associés a (bn(-), an(-), vn(*)) et

(b(-), a(-), v(-))-

Supposons que Lf € C(R?) pour toute
f € C2(RY). Alors

Vf € CP(RY), Lof "™ Lf
n— oo

s.s.i. pour tous i, j et f € Cc(R?\ {0}),

bn(-) "5 (),

n—oo

S F@)val,dy) "I [ E(y)v (-, dy),

an,i() + [ e a( dy)

if.
I ER: aU )-I—f (H_M T2 I/( dy)

n—
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Convergence des processus de type Lévy

Soit L, et L les opérateurs de type-Lévy associés a (bn(-), an

(b(-), a(-), v(-))-

Supposons que Lf € C(R?) pour toute
f € C2(RY). Alors

Lof "M L f

n—oo

Vf € CP(RY),
s.s.i. pour tous i, j et f € Cc(R?\ {0}),

bn(-) "5 (),

n—oo

S F@)val,dy) "I [ E(y)v (-, dy),

an,i() + [ e a( dy)

if.
I ER: aU )-I—f (H_M T2 I/( dy)

n— oo
v

() va()) et

D N N N S ML A N N O
0 005 01 015 02 05 03 035 04 045 05 035 06 06 07 0% 08 085 03 05 1

Figure: b=0,

-0
et v(x,dy) = Iy\ 1-3/2qy
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@ Convergence : temps discret vers temps continu
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Convergence vers des processus localement Feller

@ Soit un opérateur densément définie L : Co(S) D D(L) — C(S). On
suppose que le probleme de martingale est bien posé et on note Py la
solution partant de x.

@ Pour n € N, soit (Y))« un processus de Markov sur S a temps discret
(variable k). On suppose que pour tout n

la fonction x— L(Y{ | Yo =x) est continue.
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Convergence vers des processus localement Feller

@ Soit un opérateur densément définie L : Co(S) D D(L) — C(S). On
suppose que le probleme de martingale est bien posé et on note Py la
solution partant de x.

@ Pour n € N, soit (Y))« un processus de Markov sur S a temps discret
(variable k). On suppose que pour tout n

la fonction x— L(Y{ | Yo =x) est continue.

Théoréme 3

|
72

On a équivalence entre

n n Sko. loc.
VX,, n:)o X, L ((Yl.t/”J)t ’ YO = X,,) njo IEDX
et
Vf € D(L), 3 une suite f, € Co(S), o 225 £ et Lf, "3 LFf,
n— oo n~>oo

ol Lf(x) := n(E[F(Y) | Yo = x] — £(x)).
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Convergence vers des processus localement Feller

@ Soit L un opérateur de type Lévy associé a (b(-), a(-), v(-)).
@ Pour tous n € N et x € RY, soit jun(x) une mesure de proba sur R?. On
définit Laf(x) := n([ f(y)ua(x,dy) — f(x)).

Supposons que Lf € C(R?) pour toute f € C°(RY). Alors

Vf € CO(RY),  Lof "4 Lf

n—o0
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Convergence vers des processus localement Feller

@ Soit L un opérateur de type Lévy associé a (b(-), a(-), v(-)).
@ Pour tous n € N et x € RY, soit jun(x) une mesure de proba sur R?. On
définit Laf(x) := n([ f(y)ua(x,dy) — f(x)).

Supposons que Lf € C(R?) pour toute f € C°(RY). Alors
Vf € CO(RY),  Lof "4 Lf

n—o0

s.s.i. pour tous i,j et f € C.(RY\ {0}),

n Lpun(x dy) favd b(x),
1+ (y —x)
0 [ £ =l dy) = [ Fowixay)

i =x)0i =) N YiYi e
(1+|y X|2)2 l’l’"( dy) —> aU( )+/(1+|y|2)2 ( 7d.y)7

uniformément en x sur les compact de RY.
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Schémas d'approximation

Soit L un opérateur de type Lévy de triplet (0,0,v/(:)) avec

v(x,dy) == c(x)ly| “"*®dy, ob c e C(R?,R}), a € C(R?,(0,1)).

Tristan Haugomat Processus localement Feller et de type Lévy Convergence : temps discret vers temps continu 16/21



Schémas d'approximation

Soit L un opérateur de type Lévy de triplet (0,0,v/(:)) avec
v(x,dy) == c(x)ly| “"*®dy, ob c e C(R?,R}), a € C(R?,(0,1)).
On pose

Ly —x>c,00dys

C X —d—oa(Xx
pn(x, dy) := 7(n)\y*><l et
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Schémas d'approximation

Soit L un opérateur de type Lévy de triplet (0,0,v/(:)) avec

v(x,dy) == c(x)ly| “"*®dy, ob c e C(R?,R}), a € C(R?,(0,1)).

On pose

Ly —x>c,00dys

C X —d—oa(Xx
pn(x, dy) := 7(n)\y*><l et

o) = ((LImesrelS ) w

N na(x)
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Schémas d'approximation

Soit L un opérateur de type Lévy de triplet (0,0,v/(:)) avec

v(x,dy) == c(x)ly| “"*®dy, ob c e C(R?,R}), a € C(R?,(0,1)).

On pose

c(x)mesure(S9™1) ) ats

C(X) —d—a(x)
n ’d : - 1 —x|>en(x d 5 n =
wn(x,dy) - ly — x| ly—x|>en(x)dYs  €n(X) na(x)

c(x)mesure(Sd_l)

N”Q( na(x)U

)a(x) oll Q ~UE* ), U ~u([o,1]).
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Schémas d'approximation

Soit L un opérateur de type Lévy de triplet (0,0,v/(:)) avec

v(x,dy) == c(x)ly| “"*®dy, ob c e C(R?,R}), a € C(R?,(0,1)).

On pose

c(x)mesure(S9™1) ) ats

C(X) —d—a(x)
n ’d : - 1 —x|>en(x d 5 n =
wn(x,dy) - ly — x| ly—x|>en(x)dYs  €n(X) na(x)

c(x)mesure(S9*

e < na(x)U ))am ol Q ~ U™, U~u([o,1]).

On prend (Qk)x et (Uk)k i.id. de lois U(S?7*) et 24([0,1]). On définit

1

c(Y)mesure(S?71)\ =00
noz(Yk")Uk ’

Y = Yi + @k (
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Schémas d'approximation

Soit L un opérateur de type Lévy de symbole g(x,&). Soit un(x) de fonction
caractéristique

/eiy'gun(x, dy) := e~ 1O/n,

Proposition (Méthode d’'Euler avec incréments Lévy)

Supposons que Lf € C(RY) pour toute f € C(RY). Alors

Vf € CO(RY), Lof "X Lf

n— oo

ol Lof(x) := n ([ f(y)dun(x,dy) — f(x)).
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© Diffusion dans un potentiel et marche aléatoire
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Diffusion réel dans un potentiel

Soit V : R — R mesurable tel que eVl e Li., on pose

_lyd vd

Li=3¢%° o '
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Diffusion réel dans un potentiel

Soit V : R — R mesurable tel que eVl e Li., on pose

Clyd vd w1

v 1,4
2 dx dx 2dx2 2 dx’
donc la solution formelle de dX; = dB; — %V’(Xt)dt.

L:

14
12 4 MV\{ 'A
10 4 104
84 84
x x
o o
o 61 o 61
© @
Q Q
& 2 9 4
24 24
0 0
24 24
T T T T T T T T T T T T T )
0 1 2 3 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
potentiel temps t
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Diffusion réel dans un potentiel

Soit V : R — R mesurable tel que eVl e Li., on pose
_ 1 Vi 7vi Formel. 1 d2

v 1,4
2 dx dx 2dx2 2 dx’
donc la solution formelle de dX; = dB; — %V’(Xt)dt.

L:

14
{
12 4 MV\(
10 4 104
84 84
x x
1 - o -
o 6 o 6
© @
Q Q
& 2 9 4
24 24
0 0
24 24
T T T T T T T T T T T T T )
0 1 2 3 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
potentiel temps t

@ Le probleme de martingale est bien posé.
@ Les solutions dépendent continument de V.
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Marche aléatoire sur Z

Pour tout (n,£) € N x Z on prend gy,¢ € R. Pour n € N on définit la chaine de
Markov (Yy)« sur Z par

1

P(Yln:£+1|YOHZE):].—IP(YIHZE—1|Yon:é):m
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Marche aléatoire sur Z

Pour tout (n,£) € N x Z on prend gy,¢ € R. Pour n € N on définit la chaine de
Markov (Yy)« sur Z par

1

P(Yln:£+1|YOHZE):].—IP(YIHZE—1|Yon:é):m

On définit le potentiel

[ xn] —|xn]—1
Vn(X) = Z qn,E:H-le/n - Z qn,—ZII-X<O-
=1 £=0
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Marche aléatoire sur Z

Pour tout (n,£) € N x Z on prend gy,¢ € R. Pour n € N on définit la chaine de
Markov (Yy)« sur Z par

1

P(Yln:£+1 | YOHZE):].—IP(YIHZE—:[ | Yon:é):m
On définit le potentiel

[ xn] —|xn]—1
V"(X) = Z q",é‘ﬂle/n - Z Gn,—¢lx<o.
=1 £=0

Corollaire

Si V,, converge vers V, alors la loi de
—1y/n
(0™ Y(ir) )t

converge vers la solution du probleme de martingale associé a %e @ e
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Merci pour votre attention !
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