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Objet d’étude

V., W deux espaces de Banach.
Etude de I'équation différentielle :

dYt:f(Yt)dXt, YS:(ZGV, OSSStﬁT,
ou :
@ X :[0,T] — V trajectoire « irréguliére » déterministe
@ f un champ de vecteur régulier

@ oncherche Y : [0, 7] - W
Exemple :

@ X la trajectoire d'un processus stochastique (pas nécessairement une
martingale)
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Questions sur cette équation différentielle ?

Etude de I'équation différentielle :

dYt = f(Yt)dXt, Ys =acV.

@ définition d'une solution Y
@ existence et unicité
@ construire un flot ¢ : @ — Y et connaitre sa régularité

@ construire numériquement ce flot
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Un flot en image
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Analyse du probléeme

Cas ou s et ¢ sont proches.
t u
m=a+/f@+/fmw&>ﬂ;
t u
za+fMW@+f%w/:/fﬂw&Q&Q+u.
S S

t u
~a+f(@)Xe: +F(@f @) / / dX,dX, + ...

En dimension 1, X : [0,T] — R :
2
S

Yima+f(@)X +f(@)f (@)
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Schéma d’Euler

On tronque le développement précédent :
¢t,s(a) =a +f(a)Xs,t~
Itération sur une subdivision 7 de [0, T :

¢Zs(a) = ¢t7tj ©---0 ¢ti,s(a)7
ou [ti,tj] =7(s,t]

@ A-t-on convergence (quelle topologie 7) de ¢™ lorsque |7| — 07

@ Sinon développement a un ordre supérieur ? Mais fst [ dX,dX, =7
en dimension > 17

@ Autres types d'approximations ¢ ?
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Cas d'une EDO

Dans le cas ou |'on résout :
dY; =f(Yydt, Ys; =a,
avec f € Cg il y converge du schéma d'Euler

tes(@) ==a+f(a)t—s).

Alors ¢™ — 1) uniformément en temps et en espace :

@ propriété de flot : ¢y s 0 s r(a) = ¢ r(a)
@ 1) est lipschitzienne en espace :

[402,5(0) = e s(@)ll < C|b —all
@ona
[tht,s — ¢t,SHLip <Clt- 3|6a

avec 0 > 1.
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Formule de Trotter

On cherche a résoudre :
Y, =AY, + BY;, Y;=a,

ot A, B sont des opérateurs linéaires bornés. Alors d'aprés la formule de
Trotter :

Yi= lim ¢/ (a),

n—+o00
ou I'on peut choisir
° ¢rs(a) :=exp((t—s)A)exp((t—s)B)a
° Hrs(a) =T+ (t—s)A)I+ (¢t —s)B)a.

@& Extension possible au cas non borné.
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Définition du cadre

On dit qu'une famille de fonctions continues ¢; s € C(W) est un presque
flot sipoura,be W, 0<r<s<t<T:

¢t,t(a) =a,

| ¢ts(@) —al| < N(a)dr,
[es(a@) — drs(d)| < (1+67) |6 —all,
s © psr(@) — ¢er(a)| < N(a)lt —s|?,
ou
@ 6y -0quand T — 0

o N: W — Ry lipschitzienne
e 0>1.

Antoine Brault (JDP 2017) Lemme de la couturiére 20 juin 2017 9 /22



On suppose X € C*(V), o € (0,1) : |X|, := supgeio.ry s < +oo.
Casae(1/2,1):
o ¢rs(a) =a+f(a)Xsy, avec f € C}

o N(a) =C([If'lls » 1X1lo) If (@)l
o or = C(If'll o, I1X1[,) T
e 0 =2a.
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Cas v € (1/3,1/2]

o Hrs(a)=a+f(a)Xs:+ [ (a)f(a)Xsy, avec f € C%

o Xs,t - fst fsu ddeXu
& X, =Xrs + Xg + X5 X4 (propriété algébrique)
® ||X||y, < 400 (propriété analytique)

o N(a) = C(I"lloe : I'lloo > X la » IXloq) [IF (@)

0 o7 = C([lf"lloo s I Nl » 1X Il » [IX[[00) T

e 0= 3.
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Un calcul type...

En effet, pour le deuxiéme cas :

¢t,so¢5,r( ) ¢tr *[foqﬁsr _f(a)_(f/f)( ) ] s,k
+[(Ff) 0 ds.rl@) = (Ff)(@)] X

= [fo¢sr( ) —f(a) _f/(a)(¢s,r( ) — )] Xt

+f( )f( )Xr,sXs,t

+ [(FF) 0 ¢s.r(a) — (FF)(@)] Ko,

donc

1615 © 5,r(@) = (@) < C (IFllgg - K 15 ) £ = 522,

lorsque o € (1/3,1/2], I'exposant 3a > 1.
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Premier lemme de la couturiére

Lemma

Pour ¢ un presque flot et un temps T' > 0 assez petit, il existe une
constante M > 0 telle que

|¢7s(@) = ¢es(a)|| < MN(a)t — s/,

N(¢7s(a)) < KrN(a),
ou Ky — 1 quand T — 0.
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Plan de la preuve

On pose U, = Hgf)f{r(a) - qbt,r(a)H.

@ récurrence sur le nombre de points de 7

@ on décompose :

¢Zr - ¢t,r = ¢,7:T,s © d)g,r - d)t,s O ¢;r,r
+ ¢t7s o ng,r - ¢t,s o d’s,r
+ ¢t,s o ¢s,r - ¢t,r

o Ury <Us; + (1 +5T)Ur,s +B’t_r|0

@ On choisit r,s,s', ¢ tels que : [t —§'|,|s —r| < |[¢ —r|/2, et alors pour
T assez petit :
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Convergence vers un flot ?

On a obtenu un contréle uniforme en 7 :
[¢7s(a) = drs(a)|| < MN(a)lt —s|”.
Est-ce qu'il y a converge vers un flot Lipschitz?

@ On a besoin de plus de régularité spatiale sur ¢.

On souhaite obtenir une majoration uniforme en 7 sur :

H (b;r,s - (bt,s

‘Lip ’
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Galaxie

On définit la relation d'équivalence ~ sur |'espace des familles
(Pt.s)(s,t)ej0,1) de fonctions continues tel que Ot ~ P2 si

|¢1s(a) — ¢%5(a)|| < CN(a)lt —s)°,

ou > 1.
Chaque classe de quotient est appelé galaxie.

Si la galaxie contient un flot Lipschitz alors c’est le seul.
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Controle a 4 points compatible

Definition

Un presque flot ¢ vérifie un contrdle a 4 points si
|1®25(a,b,¢,d)|| < Clt —s|*(la = b| V |c = d|) " (la —c| v b —d])
+(1+dp)la—b—-c+d|,

ol & := ¢ys(a@) — ¢rs(b) — drs(c) — drs(d). On dit que ce contréle est
compatible si v > 1/a.

Exemple : pour o € (1/2,1) si f € C] avec v > 1/ alors
¢ts(a) :=a+f(a)Xs; vérifie le contréle a 4 points.
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Deuxiéme lemme de la couturiére

Lemma

Si ¢ est un presque flot qui vérifie un contréle a 4 points compatible alors

0
‘Lip < Mjt —s|”.

Démonstration.

La preuve est semblable a celle du premier lemme mais en travaillant cette
fois avec la norme ||-[| ;. [ |

H ¢?:s - ¢t,s
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Convergence de ¢

Proposition

Si ¢ est un presque flot tel que :

H¢;S||Lip = L’

on dit que ¢ est uniformément lipschitz, alors il existe un unique flot 1)
Lipschitz tel que :

e — desllys, < Clt —sl°,
avec 6 > 1.
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Lien avec les autres approches des rough paths

Approche de Davie : dans le cas o € (1/2, 1) on choisit

¢t,s(a) =a +f(a)Xs7t.

Approche de Friz-Victoir :

On approxime X sur [s,t] par une trajectoire x*! réguliére et on résout
I'EDO :

t
Yts = Q +/ f(yu,s)dxf[t-
s

On choisit 15 : @ — y:s comme presque flot.
Approche Bailleul : dans le cas o € (1/2,1) on résout

t
yt,s =a +/ f(yuys)Xsytdu.
S

On choisit 15 : @ — y:s comme presque flot.
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Fin de la présentation

Merci de votre attention
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