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EDPS de type Allen–Cahn fractionnaire

∂tu = −(−∆)ρ/2u + F (u) + ξ
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EDPS de type Allen–Cahn fractionnaire

∂tu = −(−∆)ρ/2u + F (u) + ξ

. u = u(t, x) ∈ R, (t, x) ∈ R+ × Td , d > 1

. −(−∆)ρ/2 =: ∆ρ/2: Laplacien fractionnaire

. F polynome de degré N

. ξ bruit blanc espace-temps: E[ξ(t, x)ξ(y , s)] = δ(x − y)δ(t − s)

〈ξ, ϕ〉 = Wϕ ∼ N (0, ‖ϕ‖2
L2), E[WϕWϕ′ ] = 〈ϕ,ϕ′〉
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∂tu = −(−∆)ρ/2u + F (u) + ξ

. u = u(t, x) ∈ R, (t, x) ∈ R+ × Td , d > 1

. −(−∆)ρ/2 =: ∆ρ/2: Laplacien fractionnaire

. F polynome de degré N

. ξ bruit blanc espace-temps: E[ξ(t, x)ξ(y , s)] = δ(x − y)δ(t − s)

〈ξ, ϕ〉 = Wϕ ∼ N (0, ‖ϕ‖2
L2), E[WϕWϕ′ ] = 〈ϕ,ϕ′〉

Motivations:

. Meilleure compréhension de la sous-criticalité locale

. Equation de FitzHugh–Nagumo [B, Kuehn, EJP 2016]

∂tu = ∆u + u − u3 + v + ξ

∂tv = a1u + a2v
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EDPS de type Allen–Cahn fractionnaire

∂tu = −(−∆)ρ/2u + F (u) + ξ

. u = u(t, x) ∈ R, (t, x) ∈ R+ × Td , d > 1

. −(−∆)ρ/2 =: ∆ρ/2: Laplacien fractionnaire

. F polynome de degré N

. ξ bruit blanc espace-temps: E[ξ(t, x)ξ(y , s)] = δ(x − y)δ(t − s)

〈ξ, ϕ〉 = Wϕ ∼ N (0, ‖ϕ‖2
L2), E[WϕWϕ′ ] = 〈ϕ,ϕ′〉

Motivations:

. Meilleure compréhension de la sous-criticalité locale

. Equation de FitzHugh–Nagumo [B, Kuehn, EJP 2016]

∂tu = ∆u + u − u3 + v + ξ

∂tv = δ∆v + a1u + a2v
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EDPS de type Allen–Cahn fractionnaire

∂tu = −(−∆)ρ/2u + F (u) + ξ

. u = u(t, x) ∈ R, (t, x) ∈ R+ × Td , d > 1

. −(−∆)ρ/2 =: ∆ρ/2: Laplacien fractionnaire

. F polynome de degré N

. ξ bruit blanc espace-temps: E[ξ(t, x)ξ(y , s)] = δ(x − y)δ(t − s)

〈ξ, ϕ〉 = Wϕ ∼ N (0, ‖ϕ‖2
L2), E[WϕWϕ′ ] = 〈ϕ,ϕ′〉

Motivations:

. Meilleure compréhension de la sous-criticalité locale

. Equation de FitzHugh–Nagumo [B, Kuehn, EJP 2016]

∂tu = ∆u + u − u3 + v + ξ

∂tv = ∆ρ/2v + a1u + a2v
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Cas ρ = 2, N = 3

Modèle Φ4
d : ∂tu = ∆u − u3 + ξ
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Cas ρ = 2, N = 3

Modèle Φ4
d : ∂tu = ∆u − u3 + ξ

Bruit mollifié: ξε = %ε ∗ ξ
avec %ε(t, x) = 1

εd+2 %
(

t
ε2 ,

x
ε

)
où % à support compact, intégrale 1

Théorème

d ∈ {2, 3}. ∃ choix de const de renormalisation C (ε), limε→0 C (ε) =∞,

∂tu
ε = ∆uε + C (ε)uε − (uε)3 + ξε

admet une suite uε de solutions locales, convergeant en proba vers une
limite u lorsque ε→ 0.
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Cas ρ = 2, N = 3

Modèle Φ4
d : ∂tu = ∆u − u3 + ξ

Bruit mollifié: ξε = %ε ∗ ξ
avec %ε(t, x) = 1

εd+2 %
(

t
ε2 ,

x
ε

)
où % à support compact, intégrale 1

Théorème

d ∈ {2, 3}. ∃ choix de const de renormalisation C (ε), limε→0 C (ε) =∞,

∂tu
ε = ∆uε + C (ε)uε − (uε)3 + ξε

admet une suite uε de solutions locales, convergeant en proba vers une
limite u lorsque ε→ 0.

. d = 2: [Da Prato & Debussche 2004] C (ε) = C1 log(ε−1)

. d = 3: [Hairer 2014, aussi Catellier & Chouk, Kupiainen]

C (ε) = C1ε
−1 + C2 log(ε−1) + C3
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Pourquoi faut-il renormaliser?

. (∂t −∆)u = h ⇒ u = G ∗ h

. (∂t −∆)u = F (u) + ξ ⇒ u = G ∗ ξ + G ∗ F (u)

Quel espace fonctionnel choisir?
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Pourquoi faut-il renormaliser?

. (∂t −∆)u = h ⇒ u = G ∗ h

. (∂t −∆)u = F (u) + ξ ⇒ u = G ∗ ξ + G ∗ F (u)

Quel espace fonctionnel choisir?

Espaces de Hölder Cα pour f : I → R, avec I ⊂ R intervalle compact:

. 0 < α < 1: |f (x)− f (y)| 6 C |x − y |α ∀x 6= y

. α > 1: f ∈ Cbαc et f ′ ∈ Cα−1 6⇒ |f (x)− f (y)| 6 C |x − y |α

. α < 0: f distribution, |〈f , ηδx〉| 6 Cδα avec ηδx(y) = 1
δη( x−yδ )
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Pourquoi faut-il renormaliser?

. (∂t −∆)u = h ⇒ u = G ∗ h

. (∂t −∆)u = F (u) + ξ ⇒ u = G ∗ ξ + G ∗ F (u)

Quel espace fonctionnel choisir?

Espaces de Hölder Cα pour f : I → R, avec I ⊂ R intervalle compact:

. 0 < α < 1: |f (x)− f (y)| 6 C |x − y |α ∀x 6= y

. α > 1: f ∈ Cbαc et f ′ ∈ Cα−1 6⇒ |f (x)− f (y)| 6 C |x − y |α

. α < 0: f distribution, |〈f , ηδx〉| 6 Cδα avec ηδx(y) = 1
δη( x−yδ )

Scaling parabolique Cαs : |x − y | −→ |t − s|1/2 +
∑d

i=1|xi − yi |
Faits:

1. α /∈ Z, f ∈ Cαs ⇒ G ∗ f ∈ Cα+2
s (Schauder)

2. ξ ∈ Cαs p.s. ∀α < −d+2
2
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Pourquoi faut-il renormaliser?

. (∂t −∆)u = h ⇒ u = G ∗ h

. (∂t −∆)u = F (u) + ξ ⇒ u = G ∗ ξ + G ∗ F (u)

Quel espace fonctionnel choisir?

Espaces de Hölder Cα pour f : I → R, avec I ⊂ R intervalle compact:

. 0 < α < 1: |f (x)− f (y)| 6 C |x − y |α ∀x 6= y

. α > 1: f ∈ Cbαc et f ′ ∈ Cα−1 6⇒ |f (x)− f (y)| 6 C |x − y |α

. α < 0: f distribution, |〈f , ηδx〉| 6 Cδα avec ηδx(y) = 1
δη( x−yδ )

Scaling parabolique Cαs : |x − y | −→ |t − s|1/2 +
∑d

i=1|xi − yi |
Faits:

1. α /∈ Z, f ∈ Cαs ⇒ G ∗ f ∈ Cα+2
s (Schauder)

2. ξ ∈ Cαs p.s. ∀α < −d+2
2

Conséquence: G ∗ ξ ∈ Cαs p.s. ∀α < 2−d
2 6 0 pour d > 2

Structures de régularité et mécanique statistique 23 Juin 2017 3/12



Structures de régularité

[Hairer, Inventiones Math. 198, 269–504, 2014]:

M(u0,Z
ε) UM

(u0, ξ
ε) uε

SM

MΨ RM

S̄M
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Structures de régularité

[Hairer, Inventiones Math. 198, 269–504, 2014]:

M(u0,Z
ε) UM

(u0, ξ
ε) uε

SM

MΨ RM

S̄M

u = G ∗ (ξε − u3) ⇒ U = I(Ξ− U3) + ϕ1 + termes polynomiaux

U0 = 0

U1 = I(Ξ) + ϕ1 + . . . U3
1 = I(Ξ)3 + 3ϕI(Ξ)2 + 3ϕ2I(Ξ) + ϕ31 + . . .

U2 = I(Ξ)− I(I(Ξ)3)− 3ϕI(I(Ξ)2)− 3ϕ2I(I(Ξ)) + ϕ1 + . . .
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Structures de régularité

[Hairer, Inventiones Math. 198, 269–504, 2014]:
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ε) UM
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u = G ∗ (ξε − u3) ⇒ U = I(Ξ− U3) + ϕ1 + termes polynomiaux
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Structures de régularité

[Hairer, Inventiones Math. 198, 269–504, 2014]:

M(u0,Z
ε) UM

(u0, ξ
ε) uε

SM

MΨ RM

S̄M

u = G ∗ (ξε − u3) ⇒ U = I(Ξ− U3) + ϕ1 + termes polynomiaux

U0 = 0

U1 = I(Ξ) + ϕ1 + . . . U3
1 = I(Ξ)3 + 3ϕI(Ξ)2 + 3ϕ2I(Ξ) + ϕ31 + . . .

U2 = I(Ξ)− I(I(Ξ)3)− 3ϕI(I(Ξ)2)− 3ϕ2I(I(Ξ)) + ϕ1 + . . .

=: − − 3ϕ − 3ϕ2 + ϕ1 + . . .
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Structures de régularité

[Hairer, Inventiones Math. 198, 269–504, 2014]:

M(u0,Z
ε) UM

(u0, ξ
ε) uε

SM

MΨ RM

S̄M

u = G ∗ (ξε − u3) ⇒ U = I(Ξ− U3) + ϕ1 + termes polynomiaux

U0 = 0

U1 = I(Ξ) + ϕ1 + . . . U3
1 = I(Ξ)3 + 3ϕI(Ξ)2 + 3ϕ2I(Ξ) + ϕ31 + . . .

U2 = I(Ξ)− I(I(Ξ)3)− 3ϕI(I(Ξ)2)− 3ϕ2I(I(Ξ)) + ϕ1 + . . .

=: − − 3ϕ − 3ϕ2 + ϕ1 + . . .

1− d
2

5− 3d
2

4−d 3− d
2

0

Localement sous-critique: les exposants de Hölder sont bornés inf
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Cas du Laplacien fractionnaire

0 < ρ < 2, ∆ρ/2 := −(−∆)ρ/2 générateur d’un processus de Lévy de noyau

Gρ(t, x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei x ·ξ e−t‖ξ‖
ρ

dξ
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Cas du Laplacien fractionnaire

0 < ρ < 2, ∆ρ/2 := −(−∆)ρ/2 générateur d’un processus de Lévy de noyau

Gρ(t, x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei x ·ξ e−t‖ξ‖
ρ

dξ

Facile à vérifier:

1. s = (ρ, 1, . . . , 1) ⇒ Gρ régularisant d’ordre ρ:

f ∈ Cαs , α + ρ /∈ Z ⇒ Gρ ∗ f ∈ Cα+ρ
s
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Cas du Laplacien fractionnaire

0 < ρ < 2, ∆ρ/2 := −(−∆)ρ/2 générateur d’un processus de Lévy de noyau

Gρ(t, x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei x ·ξ e−t‖ξ‖
ρ

dξ

Facile à vérifier:

1. s = (ρ, 1, . . . , 1) ⇒ Gρ régularisant d’ordre ρ:

f ∈ Cαs , α + ρ /∈ Z ⇒ Gρ ∗ f ∈ Cα+ρ
s

2. ξ ∈ Cαs p.s. ∀α < −ρ+d
2
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Cas du Laplacien fractionnaire

0 < ρ < 2, ∆ρ/2 := −(−∆)ρ/2 générateur d’un processus de Lévy de noyau

Gρ(t, x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei x ·ξ e−t‖ξ‖
ρ

dξ

Facile à vérifier:

1. s = (ρ, 1, . . . , 1) ⇒ Gρ régularisant d’ordre ρ:

f ∈ Cαs , α + ρ /∈ Z ⇒ Gρ ∗ f ∈ Cα+ρ
s

2. ξ ∈ Cαs p.s. ∀α < −ρ+d
2

3. ∂tu = ∆ρ/2u + F (u)
±

degré N

+ ξ loc. sous-critique ⇔ ρ > ρc = d N−1
N+1
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Cas du Laplacien fractionnaire

0 < ρ < 2, ∆ρ/2 := −(−∆)ρ/2 générateur d’un processus de Lévy de noyau

Gρ(t, x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ei x ·ξ e−t‖ξ‖
ρ

dξ

Facile à vérifier:

1. s = (ρ, 1, . . . , 1) ⇒ Gρ régularisant d’ordre ρ:

f ∈ Cαs , α + ρ /∈ Z ⇒ Gρ ∗ f ∈ Cα+ρ
s

2. ξ ∈ Cαs p.s. ∀α < −ρ+d
2

3. ∂tu = ∆ρ/2u + F (u)
±

degré N

+ ξ loc. sous-critique ⇔ ρ > ρc = d N−1
N+1

Idée: Equ de point fixe U = I(Ξ + F (U)) + ϕ1 + . . .
Idée: |Ξ|s = −ρ+d

2 − κ =: α0

Idée: |I(Ξ)N |s = N(α0 + ρ) = N
2 (ρ− d)− Nκ

Idée: |I(Ξ)N |s > |Ξ|s ⇔ ρ > ρc

Idée: puis récurrence sur l’application du point fixe
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Espace modèle

U = I(Ξ + F (U)) + ϕ1 + . . .

. UF : symboles représentant la solution U

. FF ⊃ UF : symboles représentant l’équation (i.e. Ξ + F (U))
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Espace modèle

U = I(Ξ + F (U)) + ϕ1 + . . .

. UF : symboles représentant la solution U

. FF ⊃ UF : symboles représentant l’équation (i.e. Ξ + F (U))

donnés par la récurrence W0 = U0 = ∅ et

Wm =Wm−1 ∪ Um−1 ∪ · · · ∪ UN
m−1 ∪ {Ξ}

Um = I(Wm) ∪ {X k}

avec AB := {ττ ′ : τ ∈ A, τ ′ ∈ B}
Alors UF =

⋃
m>0

Um, FF =
⋃
m>0

(Wm ∪ Um)
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Espace modèle

U = I(Ξ + F (U)) + ϕ1 + . . .

. UF : symboles représentant la solution U

. FF ⊃ UF : symboles représentant l’équation (i.e. Ξ + F (U))

donnés par la récurrence W0 = U0 = ∅ et

Wm =Wm−1 ∪ Um−1 ∪ · · · ∪ UN
m−1 ∪ {Ξ}

Um = I(Wm) ∪ {X k}

avec AB := {ττ ′ : τ ∈ A, τ ′ ∈ B}
Alors UF =

⋃
m>0

Um, FF =
⋃
m>0

(Wm ∪ Um)

Questions: Soit AF = {|τ |s : τ ∈ FF}

1. Estimer hF = #(AF ∪ R−) (nombre d’exposants de Hölder négatifs)

2. Estimer cF = #{τ ∈ FF : |τ |s < 0} (nombre de symboles singuliers)
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Nombre d’exposants de Hölder négatifs

hF = #(AF ∪ R−)

Théorème 1

ρ+ d

N + 1

1

ρ− ρc
6 hF 6 1 +

(ρ+ d)dN

N + 1

1

ρ− ρc
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Nombre d’exposants de Hölder négatifs

hF = #(AF ∪ R−)

Théorème 1

ρ+ d

N + 1

1

ρ− ρc
6 hF 6 1 +

(ρ+ d)dN

N + 1

1

ρ− ρc

Preuve:
|τ |s = −ρ+d

2 p(τ) + q(τ)ρ+ |k |s(τ)−O(κ)
p = #Ξ, q = #I, 0 6 |k |s = exp. polynomial

. D0(U) = {(p(τ), q(τ)) : τ ∈ U} ⊂ N2

. D0(Un) = env. convexe de nD0(U)
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Nombre d’exposants de Hölder négatifs

hF = #(AF ∪ R−)

Théorème 1

ρ+ d

N + 1

1

ρ− ρc
6 hF 6 1 +

(ρ+ d)dN

N + 1

1

ρ− ρc

D0(W3) pour N = d = 3

ρ = 2 ρ = 21
11

ρ = 9
5 ρ = ρc = 3

2
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Nombre d’exposants de Hölder négatifs

hF = #(AF ∪ R−)

Théorème 1

ρ+ d

N + 1

1

ρ− ρc
6 hF 6 1 +

(ρ+ d)dN

N + 1

1

ρ− ρc

Preuve:
|τ |s = −ρ+d

2 p(τ) + q(τ)ρ+ |k |s(τ)−O(κ)
p = #Ξ, q = #I, 0 6 |k |s = exp. polynomial

. D0(U) = {(p(τ), q(τ)) : τ ∈ U} ⊂ N2

. D0(Un) = env. convexe de nD0(U)

. limm→∞D0(Um) = cône tronqué

. |τ |s < 0 ⇒ p = 1 +
⌊
N−1
N q

⌋
et τ ∈ triangle

. hF = nombre de points dans le triangle

. q? = (ρ+d)N
(N+1)(ρ−ρc) +O(κ)

p

q

−ρ+d
2 p + qρ = 0

q = N
N−1 (p − 1)

(p?, q?)
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Nombre de symboles

cF = #{τ ∈ FF : |τ |s < 0}

Théorème 2

C−N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc) 6 cF 6 C+
N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc)
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Nombre de symboles

cF = #{τ ∈ FF : |τ |s < 0}

Théorème 2

C−N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc) 6 cF 6 C+
N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc)

Cas N = 2: τ → arbre de degré 6 3, p feuilles, q arêtes
di := # sommets de degré i

d1 + d2 + d3 = q + 1

d1 + 2d2 + 3d3 = 2q

d1 = p + 1{deg ∅=1}
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Nombre de symboles

cF = #{τ ∈ FF : |τ |s < 0}

Théorème 2

C−N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc) 6 cF 6 C+
N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc)

Cas N = 2: τ → arbre de degré 6 3, p feuilles, q arêtes
di := # sommets de degré i

d1 + d2 + d3 = q + 1

d1 + 2d2 + 3d3 = 2q

d1 = p + 1{deg ∅=1}

. q = 2n ⇒ arbre binaire à q + 1 sommets

. q = 2n + 1 ⇒ arbre binaire à q + 2 sommets moins une arête
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Nombre de symboles

cF = #{τ ∈ FF : |τ |s < 0}

Théorème 2

C−N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc) 6 cF 6 C+
N (ρ− ρc)3/2 eβNd/(ρ−ρc)

Cas N = 2: τ → arbre de degré 6 3, p feuilles, q arêtes
di := # sommets de degré i

d1 + d2 + d3 = q + 1

d1 + 2d2 + 3d3 = 2q

d1 = p + 1{deg ∅=1}

. q = 2n ⇒ arbre binaire à q + 1 sommets

. q = 2n + 1 ⇒ arbre binaire à q + 2 sommets moins une arête

On doit compter les arbres à homéomorphisme près

Nombres de Wedderburn–Etherington Wn ' c (1/0.4072... )n

n3/2 [Otter 1948]
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Propriétés statistiques

Ω = {τ ∈ FF : |τ |s < 0}, P probabilité uniforme

Propriétés de variables aléatoires X : Ω→ R lorsque ρ↘ ρc?
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Propriétés statistiques

Ω = {τ ∈ FF : |τ |s < 0}, P probabilité uniforme

Propriétés de variables aléatoires X : Ω→ R lorsque ρ↘ ρc?

Cas X = Q = #I:

. P{Q /∈ NN} 6 e−γ/(ρ−ρc)

. E[Q/q?] = 1 +O(ρ− ρc) et Var[Q/q?] = O((ρ− ρc)2)

. − lim
ρ↘ρc

(ρ− ρc) logP{Q/q? 6 x} = βNd(1− x) ∀x ∈ [0, 1]
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Propriétés statistiques

Ω = {τ ∈ FF : |τ |s < 0}, P probabilité uniforme

Propriétés de variables aléatoires X : Ω→ R lorsque ρ↘ ρc?

Cas X = Q = #I:

. P{Q /∈ NN} 6 e−γ/(ρ−ρc)

. E[Q/q?] = 1 +O(ρ− ρc) et Var[Q/q?] = O((ρ− ρc)2)

. − lim
ρ↘ρc

(ρ− ρc) logP{Q/q? 6 x} = βNd(1− x) ∀x ∈ [0, 1]

Autres variables aléatoires intéressantes:

. Nombre P de Ξ: fonction de Q

. Exposant de Hölder: concentré en 0−

. Distribution de degrés: proche de
(N−1

N , 0, . . . , 0, 1
N )

. Hauteur et diamètre [Broutin & Flajolet]:
d’ordre 1/

√
ρ− ρc

N = d = 3, ρ ∈ {1.8, 1.75, 1.7, 1.76, 1.6, 1.59}
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Renormalisation

∂tu
ε = ∆ρ/2uε + C (ε)uε − (uε)3 + ξε
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Structures de régularité et mécanique statistique 23 Juin 2017 10/12



Renormalisation

∂tu
ε = ∆ρ/2uε + C (ε)uε − (uε)3 + ξε

Théorie BPHZ [Bruned, Hairer & Zambotti 2016, Chandra & Hairer 2016]:
On s’attend à
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Structures de régularité et mécanique statistique 23 Juin 2017 10/12



Renormalisation

∂tu
ε = ∆ρ/2uε + C (ε)uε − (uε)3 + ξε
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⇒ C (ε) ∼


cF log(ε−1) si ε > e−γN/(ρ−ρc)

cF

(
ε

e−γN/(ρ−ρc)

)−(d−ρ)

si ε < e−γN/(ρ−ρc)
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